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¯K�JÑ
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b�3¿Þ«�üW�²1��,§��m�R�ål�1160�,lÉ
�Ç����éW�Ç�HWÜ�ål�1000�,�ã1.

第 1 页，共 2 页 

2003 高教社杯全国大学生数学建模竞赛题目 
 

（请先阅读 “对论文格式的统一要求”） 
 

 
D 题 抢渡长江 
 

“渡江”是武汉城市的一张名片。1934 年 9 月 9 日，武汉警备旅官兵与体育

界人士联手，在武汉第一次举办横渡长江游泳竞赛活动，起点为武昌汉阳门码头，

终点设在汉口三北码头，全程约 5000 米。有 44 人参加横渡，40 人达到终点，张

学良将军特意向冠军获得者赠送了一块银盾，上书“力挽狂澜”。 

2001 年，“武汉抢渡长江挑战赛”重现江城。2002 年，正式命名为“武汉国际

抢渡长江挑战赛”，于每年的 5 月 1 日进行。由于水情、水性的不可预测性，这种

竞赛更富有挑战性和观赏性。 

2002 年 5 月 1 日，抢渡的起点设在武昌汉阳门码头，终点设在汉阳南岸咀，

江面宽约 1160 米。据报载，当日的平均水温 16.8℃, 江水的平均流速为 1.89 米/

秒。参赛的国内外选手共 186 人（其中专业人员将近一半），仅 34 人到达终点，

第一名的成绩为 14 分 8 秒。除了气象条件外，大部分选手由于路线选择错误，被

滚滚的江水冲到下游，而未能准确到达终点。 

假设在竞渡区域两岸为平行直线, 它们之间的垂直距离为 1160 米, 从武昌汉

阳门的正对岸到汉阳南岸咀的距离为 1000 米，见示意图。 

请你们通过数学建模来分析上述情

况, 并回答以下问题:  

1. 假定在竞渡过程中游泳者的速度大

小和方向不变，且竞渡区域每点的

流速均为 1.89 米/秒。试说明 2002

年第一名是沿着怎样的路线前进

的，求她游泳速度的大小和方向。

如何根据游泳者自己的速度选择游

泳方向，试为一个速度能保持在 1.5

米/秒的人选择游泳方向，并估计他的成绩。 

1160m

1000m 

长江水流方向 

终点: 汉阳南岸咀 

起点: 武昌汉阳门 

Figure: ã1Þô«¿ã
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�\�ÏLêÆï�5©Ûþã�¹,¿£�±e¯K:

(1)b½3¿ÞL§¥iYö��Ý��Ú��ØC,�¿Þ«�z:
�6�þ�1.89�/¦,Á`²2002c1�¶´÷XN��´�c?�,
¦¨iY�Ý���Ú��.XÛ�âiYögC��ÝÀJiY�
�,Á����ÝU�±31.5�/¦�<ÀJiY��,¿�O¦�¤
1.

(2)3(1)�b�e,XJiYö©ª±ÚW>R����i,¦(¨)�U
Ä��ª:? �â\��êÆ�.`²��o1934cÚ2002cUi�
ª:�<ê�z©'kXd���O,�ÑU
¤õ��ª:�ÀÃ�
^�.
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(3)e6�÷lW>ål�©Ù�(�lÉ�Ç��R��þ� y¶�
�):

v(y) =


1.47�/¦, 0� ≤ y ≤ 200�

2.11�/¦, 200� < y < 960�

1.47�/¦, 960� ≤ y ≤ 1160�

iYö��Ý��(1.5�/¦)E�§�±ØC,Á�¦ÀJiY��Ú
´�,�O¦�¤1.

(4)e6�÷lW>ål�ëY©Ù,~X

v(y) =


2.28
200

y, 0 ≤ y ≤ 200

2.28, 200 < y < 960
2.28
200

(1160 − y), 960 ≤ y ≤ 1160

½\�@�Ü·�ëY©Ù,XÛ?nù�¯K.
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(5)^ÊÏ<UÃ��ó,�k¿ë\¿Þ�iYOÐö��°¿Þü
Ñ�á©.

(6)\���.��Uk�oÙ¦�A^?
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�.�ïá

ïá²¡���IX,�\Y:��I�:, x¶�HW­Ü,��À, y
¶�HW�R�,ª:A��I�(L,H).

�iYëmö(±e{¡<)3�� t u:P(x(t), y(t)), 0 ≤ t ≤ T(Ù¥T
�ëmöiY¤^�o�m). �m t�ü �¦, x� y�ü ��.3
:P?<iY��Ý�~u = (u cos θ, u sin θ),Ù¥ θ�~u� x¶���Y
�, 0 < θ < 180◦, u�~ê. Y��Ý�~v = (v, 0),ùp v´:Pp�I y
�®�¼ê. <$Ä�Ü�Ý� ~w = ~u + ~v (ë�ã2 ). �¯K´�â¤
��ØÓ^�,¦�^lO:�A:��`´»,¦o�iY�mT �
���.

�¯mkong@nju.edu.cn sÞ�ô�`´»�?Ø



8¹ Á� ¯K�JÑ �.�ïá ¯K�¦) 'u¯K3�¯K4�?Ø

b

y

x

A(L,H)

O

Ü À
H

�

1000�
1
1
6
0�

~v

~u ~wθ

Figure: ã2
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�Ä� θ��3 90◦ � 180◦ �m,<3Y¥~~±ª:½éW,ïÓÔ
�ëì,��Bå�,-φ = θ − 90◦,¡φ�<�$Ä �,{¡ �.

·�ky²eãÚn:

Lemma 3.1

e v�~ê,K �φØC,��`´»Ò´�ãOA.
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yyy²²² d¯K�¢S¿Â,�¯Ké¤�^�7�3�á�mTmin,±
ePT0 = Tmin. d�é$Ä�n,±Y�ëìX,��l<\Y��å,
Y6�é·�,
ª:A±���Ý vgÀ�Ü!�$Ä.���T0 �,
A�Ü£Ä�B:(ë�ã3 ). AB = vT0. ¯KC¤
¦<3·Y¥lO
:i�B:��`´». 
ü:ål±�ã��á,u´<��`´»
´±O�å:, B�ª:��ã. ùL² �φ�~ê. £�¢S¯K
¥,duφØC,Ïd~u�~�þ. u´Ü�Ý ~w�´~�þ. ��`´
»Ò´�ãOA. ut

b
A

b
B

O

À
~v

~u ~wφ

Figure: ã3
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e¡·�?Ø�����/.�©:

0 = y0 < y1 < . . . , < yn = H, ∆yi = yi − yi−1 (i = 1, 2, . . . , n).

®�� yi−1 < y < yi�, v = v(y) = vi �~ê. �� y = yi (i = 1, 2, . . .,
n − 1)òY�©¤ n�^/«�.� S´lO:�A:��^�`´»,
�� y = yi � S��:�Pi ( i = 0, 1, . . . , n ). dÚn3.1��,3z�^
/«�¥<�$Ä �φi (i = 1, 2, . . . , n)ØC.
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´�,<31 i�^/«�± �φi,i�� uiY�,ÙR�©�Ý
� u cos φi,Y²©�Ý u sin φi,�<lPi−1 �Pi ¤z¤��m

yi

yi−1
Pi−1

b

b
Pi

∆yi

~v

~u φi

∆ti =
∆yi

u cos φi
, (3.1)

3∆ti�mã¥<�Y6Àe�ål´

vi∆ti =
vi∆yi

u cos φi
,

3∆ti �mã¥¦<�þi£Ä�ål�

u sin φi · ∆ti = u sin φi ·
∆yi

u cos φi
= ∆yi tan φi,

3∆ti �mã¥<�Y²��þ £�ål�

vi∆ti − u sin φi · ∆ti =
( vi

u cos φi
− tan φi

)
∆yi.
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duA:3eiL�?,u´k

T =

n∑
i=1

∆ti =

n∑
i=1

∆yi

u cos φi
,

9
n∑

i=1

(
vi∆ti − ∆yi tan φi

)
=

n∑
i=1

( vi

u cos φi
− tan φi

)
∆yi = L. (3.2)

Ïd·��¯K�z�¦)
min T =

n∑
i=1

∆ti =

n∑
i=1

∆yi

u cos φi

s.t.
n∑

i=1

( vi

u cos φi
− tan φi

)
∆yi = L.

(3.3)
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ïá.�KF¼ê

F =

n∑
i=1

∆ti + λ
[ n∑

i=1

(
vi∆ti − ∆yi tan φi

)
− L

]
=

n∑
i=1

∆yi

u cos φi
+ λ

[ n∑
i=1

( vi

u cos φi
− tan φi

)
∆yi − L

]

Kk
∂F
∂φi

=

n∑
i=1

[∆yi sin φi

u cos2 φi
+ λ

( vi sin φi

u cos2 φi
−

1
cos2 φi

)
∆yi

]
,

T73F�7:?��4�.-
∂F
∂φi

= 0,�n�

csc φi −
vi

u
=

1
λu
, i = 1, 2, . . . , n. (3.4)
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Ï F'uφi (i = 1, 2, . . . , n)ëY��,d.�KF¦ê{�n�,
( 3.4 )ª´¦T�����7�^�.��,e ( 3.4 )ª¤á,d ( 3.4 )U
)�����|φ1, φ2, . . . , φn,K�A(½��^iY´»7´^��
���`´».

5¿� ( 3.4 )ªmàλu� iÃ',PC =
1
λu

,±φ�Oφi, v�O vi,·�

é v�lÑ����eã½n.

Theorem 3.2 ( �½n)

� S´lå:O�ª:A��^iY´», φ´ Sþ?�:P?<�$
Ä �, v�P?Y�Y²�Ý,<��Ý u�~þ,e S��`´»,K
�3~êC,¦��ª

csc φ −
v
u
≡ C (~ê) (3.5)

é Sþ?�:?þ¤á.
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� v� y�ëYCþ�,T(Ø�,¤á. e¡·�^C©�n5y².
� v�ëY��·��¯Kz�¦)

min T =

∫ H

0

dy
u cos φ

,

s.t.
∫ H

0

( v
u cos φ

− tan φ
)

dy = L.
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- F(y, φ) =
1

u cos φ
+ λ

( v
u cos φ

− tan φ
)

�9Ï�¼

J =

∫ H

0
F(y.φ) dy,

K4�­�φ = φ(y)÷vî.�§F′φ −
d
dy

F′φ′ = 0,ÏF¥Ø¹φ′,

�F′φ′ = 0,u´

F′φ =
sin φ

u cos2 φ
+ λ

( v sin φ
u cos2 φ

−
1

cos2 φ

)
= 0,

z{=� csc φ −
v
u

= C,
(

C =
1
λu

)
.
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��,eφ÷vþª,ùpCd�å^�(½,Kφd v = v(y)(½,T­
�Ò´�`´».

� e vð�u~ê,d ( 3.5 )ª�φð�u~ê,u´Ü�Ý ~w���
ØC,�`´»�½´�^��,�Ún3.1´½n3.2�AÏ�/.

¦+ ( 3.5 )ª¥kÿ�(½�~êC,�¿ØK�§3±e¦)¥¤å
��^. XJU(½\Y�� �α0,K ( 3.5 )ª�Lã¤e�/ª:

csc φ − cscα0 =
v − v0

u
(3.6)

ùp v0 �W> y = 0?�Y�.u´�dþª¦�?���$Ä �φ.
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eφ� n�lÑ�,K�`�m

Tmin =

n∑
i=1

∆ti =

n∑
i=1

∆yi

u cos φi
(3.7)

eφ�ëYCþ,K

Tmin =

∫ H

0

dy
u cos φ

.
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¯K�¦)

±e·�£�DK¤��Ì�¯K:

¯̄̄KKK1b½3¿ÞL§¥iYö��Ý��Ú��ØC,�¿Þ«�z
:�6�þ�1.89�/¦,Á`²2002c1�¶´÷XN��´�c?
�,¦¨iY�Ý���Ú��.XÛ�âiYögC��ÝÀJiY
��,Á����ÝU�±31.5�/¦�<ÀJiY��,¿�O¦�¤
1.

)))��� Ï v = 1.89�/¦�~ê,� �φ�~ê,d (3.3)·�k u cos φ · Tmin = H,

vTmin − u sin φ · Tmin = L,
⇒

 Tmin =
H
u

sec φ,

vTmin − H tan φ = L.

®��`�mTmin = 848¦, L = 1000�, H = 1160�,K Tmin =
1160

u cos φ
,

1.89Tmin − 1160 tan φ = 1000.

O��φ = 27.46◦, u = 1.542�/¦. ùÒ´2002c1�¶ÀÃ�iY�
���Ý.
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e u = 1.5�/¦, v = 1.89�/¦,Ó�d�§ 1.5T = 1160 sec φ,

1.89T − 1160 tan φ = 1000,

)�Tmin = 910.46¦, φ = 31.85◦,=�ÀÃ� ��± 31.85◦,i�3
3u = 1.5�/¦�,Ù^�� 910.46¦�-�ª:,w,ù´�^^��
á�´».
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¯̄̄KKK2

1.�φ = 0,=<±R�uW>��iY�,�L0 �<�þW?�å:
�éW?�ål,K Tmin =

H
u

sec φ,

vTmin − H tan φ = L,
⇒

 Tmin =
H
u
,

vTmin = L,
⇒ L =

v
u

H.

�

L0 =
v
u

H =
1.89
1.5
× 1160 = 1461.6(�) > 1000(�),

�32002c<± 1.5 (�/¦)�ÝR�uW>i�éWØU��ª:.
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2. ·�5O�<Ui�ª:A?¤I����Ý u0.

C L

H

O

A

~v QD

E

~u

M

~w

P

M1

M0

~u0

φ

ë�m

ã,�
−−→
OM = ~u,

−−→
OQ =

~v,
−−→
OP = ~w = ~u + ~v.

LM �DM//OP
�éWuE:. u´
kOD = MP = OQ = v.
w,�

−−→
OM �ª:

3DEþ�âU��i
�A:,��OM⊥DE
�, u = |

−−→
OM|��

�� u0. �OM0⊥DM,
Ï4OM0D ∼ 4OCA,�

u0

v
=

H
√

H2 + L2
⇒ u0 =

Hv
√

H2 + L2
. (4.1)
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C L

H

O

A

~v QD

E

~u

M

~w

P

M1

M0

~u0

φ

� u0 < u < v,±O
��:,± u��»x
�l�DEuM ÚM1
ü:(�mã ),ù
pM1 3D�M �m.
w,,<Uì

−−→
OM ��

iYò¼����R
����©�Ý,U±
���mi�A:. d
�,ØJ¦�$Ä �

φ = ∠M0OC−∠M0OM = ∠OAC−∠M0OM = arctan
H
L
−arccos

u0

u
.

e<�iY��0u
−−−→
OM1 Ú

−−→
OM ���m¦ò3A:�þi,:?�

�éW.
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d^�H = 1160, v = 1.89. 32002c, L = 1000�,d (4.1)ª��

u0 =
1160 × 1.89
√

11602 + 10002
= 1.432(�/¦)

=XJ<��Ý�u 1.432(�/¦),¦ÒØ�Ui�ª:.

31934c,
√

L2 + H2 = 5000�,u´

u0 =
1160 × 1.89

5000
= 0.438(�/¦)

=��<��Ý�u 0.438(�/¦),ÀJ·��iY��¦Ò�±i�
ª:. ùÒ´��o1934c�Ü©ëmöþi�ª:��Ï.
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¯̄̄KKK3 dé¡5,�Ä 0 ≤ y ≤ 580��/(ë�ã4 ). �� 0 ≤ y < 200
� 200 < y ≤ 580�, �©O�α0 �α1,Y�©O� v0 � v1. dú
ª ( 3.6 )�

cscα1 − cscα0 =
v1 − v0

u
=

2.11 − 1.47
1.5

. (4.2)

�Y� vØC�,d ( 3.2 )ª·�kH
( v
u cos φ

− tan φ
)

= L,u´k

200
( 1.47
1.5 cosα0

− tanα0

)
+ 380

( 2.11
1.5 cosα1

− tanα1

)
= 500. (4.3)

ò( 4.2 ), ( 4.3 )ªéá�)�α0 = 36.056◦, α1 = 28.063◦.
1
2

Tmin =
200

1.5 cosα0
+

380
1.5 cosα1

= 452.01¦, ⇒ Tmin = 904.02¦.

�¯mkong@nju.edu.cn sÞ�ô�`´»�?Ø



8¹ Á� ¯K�JÑ �.�ïá ¯K�¦) 'u¯K3�¯K4�?Ø

200�580�
580� 200�

α0

α1

v0 = 1.47

v0 = 1.47

v1 = 2.11

v1 = 2.11

Figure: ã6
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¯̄̄KKK4 �K¿,6�÷lW>ål�©Ù�,

v(y) =


2.28
200

y, 0 ≤ y ≤ 200

2.28, 200 < y < 960
2.28
200

(1160 − y), 960 ≤ y ≤ 1160

�ã5.
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200�580�
580� 200�

α0

α1

v = 2.28

v = 2.28

v = 2.28
200 (1160− y)

v = 2.28
200 y

Figure: ã7
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){ 1
d ( 3.3 )·�k

min T =

n∑
i=1

∆ti =

n∑
i=1

∆yi

u cos φi

s.t.
n∑

i=1

( vi

u cos φi
− tan φi

)
∆yi = 1000.

(4.4)
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�Ä�Y�©Ù�é¡5,ò [ 0, 200 ] n�©.

� 0 ≤ y < 200�,¤^�m�

T1 =

n∑
i=1

∆yi

u cos φi
,

Y² £�
n∑

i=1

( vi

u cos φi
− tan φi

)
∆yi.

� 200 ≤ y < 580�,¤^�m�

T2 =
380

u cos φn
,

Y² £�

380
( 2.28

u cos φn
− tan φn

)
.

�¯mkong@nju.edu.cn sÞ�ô�`´»�?Ø



8¹ Á� ¯K�JÑ �.�ïá ¯K�¦) 'u¯K3�¯K4�?Ø

Ïd,�. ( 4.4 )�z{�

min T = T1 + T2 =
n∑

i=1

∆yi

u cos φi
+

380
u cos φn

s.t.
n∑

i=1

( vi

u cos φi
− tan φi

)
∆yi

+380
( 2.28

u cos φn
− tan φn

)
= 500,

(4.5)

¤^�o�m�To = 2 × T.
( 4.5 )´���k�å���5�`z¯K,·��±N^MATLAB^
�¥�“fmincon”?1¦).
��
ó,¦)��5�å`z¯K´'�(J�,da¯KéÐ©:
��¦�p,¤±�ÐU�âäN��¹,òùa?1¯K=z,±B¦
).
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){ 2 d �½n3.2,·�k

csc φ −
v
u
≡ C, (~ê)

u´

csc φi+1 −
vi+1

u
= csc φi −

vi

u
,

�

csc φi+1 = csc φi −
vi − vi+1

u
. (i = 1, 2, . . . , n) (4.6)

5¿�( 4.6 )ª¥ u, vi, vi+1þ´®��,Ïd,·����½Ð©\Y 
�φ1,Ò�±kþª�4í'X���| �φ1, φ2, . . . , φn.
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5¿�( 4.6 )ª¥ u, vi, vi+1þ´®��,Ïd,·���?¿�½Ð©\
Y �φ1,Ò�±kþª�4í'X���| �φ1, φ2, . . . , φn. òù|
 ��<

L1 =

n∑
i=1

( vi

u cos φi
− tan φi

)
∆yi

¤���L1Ò´3�½�Ð©�φ1^�e,<i�éW�¿^��á
�Y² £. w,,�`Ð©\Y�´

min
φ1
|L1 − 1000 |, (4.7)

�).
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){ 3 �\Y� t = 0,$Ä �φ = α0. �<�p�I y = 200��,
t = t1, φ = α1,� y = 580��, t = t2.

k�Ä 0 ≤ y < 200��/.
ò<¤3 �P�p�I y,Y� v9$Ä �φþw��m t�¼ê.
d (3.1)ª9K�,·�k

dy = u cos φ dt, dv = k dy,

ùp k =
2.28
200

,�

dv = ku cos φ dt. (4.8)

dúª ( 3.6 )��
1

sin φ
−

1
sinα0

=
v
u
,

ùpα0 � u�~ê.
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ü>¦�©�
− cos φ
sin2 φ

dφ =
dv
u
.

ò ( 4.8 )ª�\þª,�n�

dt =
−dφ

k sin2 φ
. (4.9)

ü>È©,Kk

kt = cot φ + C. (ùpC´È©~ê) (4.10)

u´

t1 =

∫ t1

0
dt =

∫ α1

α0

−dφ
k sin2 φ

=
1
k

( cotα1 − cotα0 ). (4.11)
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�L1 �l t = 0� t = t1 <¢S£Ä�Y²ål,K

L1 =

∫ t1

0
( v − u sin φ ) dt.

ò v = u
( 1

sin φ
−

1
sinα0

)
9 ( 4.9 )ª�\þª���È©,5¿�� t = 0

�φ = α0,� t = t1 �φ = α1,u´

L1 = u
∫ α1

α0

( 1
sin φ

−
1

sinα0
− sin φ

) −dφ
k sin2 φ

=
u
2k

(
cscα0 cotα0 − 2 cscα0 cotα1 + cscα1 cotα1

+ ln
cscα1 − cotα1

cscα0 − cotα0

)
.
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2�Ä 200 < y ≤ 580��/. �L2 �l t = t1 � t = t2 <¢S£Ä�Y
²ål,u´d� �φð�uα1

L2 = 380
( 2.28

1.5 cosα1
− tanα1

)
.

qÏL1 + L2 = 500,·�k

150
2.28

(
cscα0 cotα0 − 2 cscα0 cotα1 + cscα1 cotα1

+ ln
cscα1 − cotα1

cscα0 − cotα0

)
+ 380

( 2.28
1.5 cosα1

− tanα1

)
= 500,

(4.12)

9

cscα1 − cscα0 =
2.28
1.5

. (4.13)
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ò ( 4.12 )� ( 4.13 )éá,

150
2.28

(
cscα0 cotα0 − 2 cscα0 cotα1 + cscα1 cotα1

+ ln
cscα1 − cotα1

cscα0 − cotα0

)
+ 380

( 2.28
1.5 cosα1

− tanα1

)
= 500

cscα1 − cscα0 =
2.28
1.5

,

)�α0 = 60.66◦, α1 = 22.02◦. �\ ( 4.11 )ªO�� t1 = 167.59¦,


 t2 =
380

1.5 cosα1
= 273.27¦,u´Tmin = 2(t1 + t2) = 881.7¦.

dþã�{)��α0, α1ÚTmin �nØþ�°(�.
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��Y6�Ý v´ y�©ã�5¼ê,þã�{E´k��. e v´ y�
�g½ng±þ�¼ê,KØU^Ð�È©{�Ñaquúª( 4.12 )
Ú( 4.13 )éá�§. �·��±òY�©¤ n�^/«�,b½3z�
«�¥ v�~ê,|^úª(3.6)Ú(3.7)9L�,/ÏO�Å�Cq¦).
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'u¯K3�¯K4�?Ø

1.aq¯K2,é¯K3�¯K4�±¦�<Ui�ª:¤I����
Ý u0. � u < u0�,¦ÑØ�Ui�ª:.

2.
� u > u0 �,�±y²·Ü ( 3.5 )ª�~êCTkü��.Ïd¦
)¯K3�¯K4ò��ü|α0, α1 9T ��,Ù¥T ���@�|Ò´
�`). du�Ì���lÑ.�HÖö�?�Ú�?Ø.

�¯!�U1,sÞ�ô�`´»�?Ø,êÆ�¢��@£, 7 (2005)
136-138
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